TD 5 : Nombres complexes

Forme algébrique, conjugué, module

* Mettre sous forme algébrique les complexes :

1 2 ot 2+5i+2—5i
= — u—= — V=
T 1 —iv3 =i 14
Z+1i
(2 )» Onnote f(z) = =——. Montrer que:
z—1
veC\{i}  F@ =
Z l )=
f)

##:  Soit z € C. On souhaite montrer de deux
facons I'équivalence suivante :

lz—i|=|z4+i|<=z€R

1) Raisonner par double implication, en introduisant
a,beRtelsquez=a+ib.

2) Raisonner par équivalences successives, en faisant
apparaitre des conjugués.

@ #4  Montrer 'identité du parallélogramme :

Yu,v € C 4+ v)* + [ —v)* = 2(Jul* + |v]?)

(5 )** Soitze C\{—i}. Montrer que:

z—1

1—iz

ER—= |7 =1

(6 )** Résoudre dans CI'équation |z| = |1 —¢]
#% Montrer que pour tout n € N*, on a

Z": ikt i — (n41)i"*!
k=1 2

En déduire, pour tout p € N, les sommes (réelles) :

S;=1-3+5-T+...+(-1)’2p+1)
S)=2—4+46-8+...+(—1)""1(2p)

*x1:  Trouver toutes les applications f : C — C
telles que

VxeR flx)=x
N S,
V(z,7) € C? { fz)= ff(&)

@ *%% Montrer que pourtousu,v € C,ona:
[l + v < fuA-v] 4 Ju =]

Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour
qu’on ait égalité.

Forme exponentielle

*1:  Mettre sous forme trigonométrique les com-
plexes suivants (avec 6 € R fixé) :

D 1-v2 4 (1+i)

2) —?;51 1+i\/§ 20
l 5)

3) 1—1i

1—i

(A1) wx

) =7

Résoudre dans C les équations suivantes :

2) Re(z3) = Im(z3)

*%+:  On cherche a résoudre dans C I'équation

(E): z+7Z=2".Onraisonne par analyse-synthese et

on considere z € C solution.

1) Trouver une solution zy évidente. Dans la suite, on
suppose que z # z.

3
2) Justifier qu'il existe 6 € | — g, ;} etr > 0 tel que

z=re'?,

3) Onsuppose 0 = 5 Aboutir a une contradiction.

T r . . _

4) On suppose 0 € } -, = [ Ecrire z+Z sous forme
exponentielle. En déduire que z ne peut prendre
qu’'un nombre fini de valeurs qu’on précisera.

T 31m . .
5) Onsuppose 0 € ERE) . Méme question.
6) Conclure.
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*##v: (Oral Centrale) Soitz € C tel que |z| = 1.
Montrer que

14+2z[>1 ou [1+Z]>1
Trigonométrie et complexes

** Soit O € R et n € N*. Mettre sous forme
exponentielle les complexes :

1) 1+cosO+isinb 2) 1+ée%4 .. 40

##* Linéariser 'expression sin’ x, pour tout x €

R. En déduire une primitive de x — sin° x.

##*4¥: Résoudre dans R I'’équation :

sinx + sin(2x) + sin(3x) +sin(4x) =0
*#tr  Soitn € Netx € R. Calculer :

C) = Z cos(kx) S| = Z sin(kx)
k=0 k=0

G = Z (Z) cos(kx) Sy = Z (Z) sin (kx)

k=0 k=0

Racines carrées, racines n-iémes

#v¥: Déterminer les racines carrées des com-
plexes suivants :

1) z=-2 4) z=3+4i
o L 3
3) z=1+1 ) Z_l—i\/§

#* Soitn € N* fixé. Résoudre dans C :

1) z3:8 4) 18—1:0
2) =32 5 (z4+1)"=2
3) 2 =4V2(1+i) 6) '=(z—1)"

#** Soitn > 3, ® une racine n-iéme de l'unité et
n—1

p € Z. Calculer Z kP,
k=0

##% On pose 6 = 1. Montrer que le complexe
¢'? est dans U, mais qu’il n'est pas dans U U,.
neN

Polyndmes et résolutions d’équations

*%* Résoudre dans C:
) 22— (5+i)z+8+i=0
2) Z2—4(1—i)z+2(4—-i)=0
3) 22— (344i)?—4(1-3i)z+12=0
(on cherchera une solution réelle en premier lieu).
49 -2 +1=0

(28 )an

1) Pourtout? € R, exprimer cos(5¢) comme une fonc-
tion polynomiale de cos().

2) En déduire que cos (%) est solution de I'’équation
16z* — 202 +5 = 0, puis la valeur de cos (%) .
V5+1

T
3) Endédui (-) - .
) n déduire que cos 5 1

*% Résoudre dans C les systemes suivants :

u+v =2 u+v =3i
% { uw =4 b) { uw =-—1-3i
9 u+v =4 d u+v =4
lu+1/yv =4 v =2

@)

1) Résoudre dans C les équations suivantes :
@ &=1-iV3
(b) e=1+i
() e+e =1
2) Montrer que pour toutz € C, ona|e®| < eIl Etudier
le cas d’égalité.

1 3
*vtr Onposej:—§+i§.

1) Mettre j sous forme exponentielle. En déduire que
. — _.2 .
]2=]etque] =]J.

2) Montrer que j et j sont les racines du polynéome
1+z+2%

3) Factoriser le polynéme z° — 1.
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2im
#*% Onpose j=e 3 .0ndéfinit:

=L@ =50 =50

k=0 [3] k=1[3] k=2 [3]
1) Calculer les complexes suivants :

u=A+B+C v=A+jB+°C w=A+j’B+jC
2) En déduire la valeur de A.

Argument, géométrie complexe

##% Déterminer tous les n € N pour lesquels :

) (1+i)"€R 2) (\/§+i>neiR

*¥: Représenter graphiquement les ensembles
suivants :

) {zeC||z+3]=5}
2) {z€C|Re(z)Im(z) >0}
3) {zeC"|3arg(z) =7 [27]}

4) {a+rei6 ‘ 0 < [O,n }oilae(Cetr>Osontﬁxés.

#* On considere les points A, B, C affixes res-
pectivesa=1,b=1+42ietc=1+ V3 +i.Déterminer
la nature du triangle ABC.

##%+: Dans le plan complexe, déterminer I'en-
semble des points M d’affixe z tels que
1) Les points d’affixe 1, z et 2 soient alignés.

2) Les points d’affixe z, 72 et 7> forment un triangle
rectangle dont M est I’angle droit.

3) Les vecteurs d’affixe z et 7 sont orthogonaux.

1
4) Les points z, — et z — 1 sont situés sur un méme

cercle de centre |'origine.
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